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΄Ασκηση 1. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και ϐάσεις των αντίστοιχων ιδιοχώρων του πίνακα

A =

 3 1 −1
1 3 1
−1 1 3

 ∈ M3×3(R)

Ακολούθως να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1AP να είναι διαγώνιος.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1

1 3− λ 1
−1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3+Γ2

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1

1 3− λ 1
0 4− λ 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = (4−λ)

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1

1 3− λ 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2−Σ3

(4− λ)

∣∣∣∣∣∣
3− λ 2 −1

1 2− λ 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (4− λ)
∣∣∣∣3− λ 2

1 2− λ

∣∣∣∣ = −(λ− 4)2(λ− 1)

΄Αρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 4 πολλαπλότητας δύο και λ2 = 1 πολλαπλότητας ένα. Για τον ιδιόχωρο

V(4) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα:−1 1 −1
1 −1 1
−1 1 −1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = y − z

και άρα

V(4) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y − z

}
=

{
(y − z, y, z) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
=

{
y(1, 1, 0) + z(−1, 0, 1) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
= 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉

Το σύνολο {(1, 1, 0), (−1, 0, 1)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και συνεπώς αποτελεί ϐάση του ιδιόχωρου

V(4). Εποµένως :

2 = dimR V(4) = αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ1 = 4 (1)

Για τον ιδιόχωρο V(1) έχουµε : 2 1 −1
1 2 1
−1 1 2

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 2x+ y − z = 0
x+ 2y + z = 0
−x+ y + 2z = 0

=⇒ x = z και y = −z

και άρα

V(1) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x = z και y = −z

}
=
{
z(1,−1, 1) ∈ R3 | z ∈ R

}
= 〈(1,−1, 1)〉

Εποµένως :

1 = dimR V(1) = αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ2 = 1 (2)
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΄Αρα από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι ο πίνακας A διαγωνοποιείται. Ο αντιστρέψιµος πίνακας

P που ψάχνουµε είναι ο πίνακας µετάβασης από τη κανονική ϐάση {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} στη

ϐάση {(1, 1, 0), (−1, 0, 1), (1,−1, 1)}. Τότε

P =

1 −1 1
1 0 −1
0 1 1


και εύκολα υπολογίζουµε τον αντίστροφο πίνακα του P :

P−1 =
1

3

 1 2 1
−1 1 2
1 −1 1



Εποµένως, ϐρήκαµε αντιστρέψιµο πίνακα P έτσι ώστε : P−1AP =

4 0 0
0 4 0
0 0 1

. 2

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 3 0 −1
0 2 0
−1 0 3

 ∈ M3×3(R)

Να ϐρεθεί ο πίνακας Am, ∀ m ≥ 1.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 0 −1

0 2− λ 0
−1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)
∣∣∣∣3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2(4− λ)

και άρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 2 πολλαπλότητας δύο και λ2 = 4 πολλαπλότητας ένα. ΄Οπως στη

προηγούµενη άσκηση, λύνοντας τα κατάλληλα οµογενή συστήµατα, ϐρίσκουµε :

V(2) = 〈(1, 0, 1), (0, 1, 0)〉 και V(4) = 〈(−1, 0, 1)〉

Αφού dimR V(2) = 2 και dimR V(4) = 1 έπεται ότι ο πίνακας A διαγωνοποιείται. Συνεπώς υπάρχει

αντιστρέψιµος πίνακας

P =

1 0 −1
0 1 0
1 0 1


έτσι ώστε

P−1AP =

2 0 0
0 2 0
0 0 4
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Τότε

A = P

2 0 0
0 2 0
0 0 4

P−1 =⇒ A2 = P

2 0 0
0 2 0
0 0 4

P−1P

2 0 0
0 2 0
0 0 4

P−1

=⇒ A2 = P

2 0 0
0 2 0
0 0 4

2

P−1

.

.

.

=⇒ Am = P

2 0 0
0 2 0
0 0 4

m

P−1

και άρα

Am =

1 0 −1
0 1 0
1 0 1

2 0 0
0 2 0
0 0 4

m 1
2 0 1

2
0 1 0
−1

2 0 1
2


=

1 0 −1
0 1 0
1 0 1

2m 0 0
0 2m 0
0 0 4m

 1
2 0 1

2
0 1 0
−1

2 0 1
2


.
.
.

=

2m+4m

2 0 2m−4m

2
0 2m 0

2m−4m

2 0 2m+4m

2

 2

΄Ασκηση 3. Ποιες συνθήκες πρέπει να ικανοποιούν οι αριθµοί α, β, γ, δ, ε, ζ, έτσι ώστε ο πίνακας

A =


3 α β γ
0 3 δ ε
0 0 4 ζ
0 0 0 4


να είναι διαγωνοποιήσιµος ;

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ α β γ

0 3− λ δ ε
0 0 4− λ ζ
0 0 0 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (3− λ)2(4− λ)2

και άρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 3 πολλαπλότητας δύο και λ2 = 4 πολλαπλότητας ένα. Για να

διαγωνοποιείται ο πίνακας A ϑα πρέπει οι ιδιοτιµές του να ανήκουν στο R, που ισχύει, καθώς

dimR V(3) = 2 και dimR V(4) = 2

Για τον ιδιόχωρο V(3) έχουµε το οµογενές σύστηµα:
0 α β γ
0 0 δ ε
0 0 1 ζ
0 0 0 1



x
y
z
w

 =


0
0
0
0
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και αφού

dimR V(3) = 4− rank


0 α β γ
0 0 δ ε
0 0 1 ζ
0 0 0 1


έπεται ότι dimR V(3) = 2 αν και µόνο αν η ϐαθµίδα

rank


0 α β γ
0 0 δ ε
0 0 1 ζ
0 0 0 1

 = 2

Εύκολα κάνοντας γραµµοπράξεις έχουµε :
0 α β γ
0 0 δ ε
0 0 1 ζ
0 0 0 1

 // · · · //


0 α 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


και άρα

rank


0 α β γ
0 0 δ ε
0 0 1 ζ
0 0 0 1

 = 2 ⇐⇒ α = 0 (1)

΄Οµοια, για τον ιδιόχωρο ιδιόχωρο V(4) έχουµε το οµογενές σύστηµα:
−1 α β γ
0 −1 δ ε
0 0 0 ζ
0 0 0 0



x
y
z
w

 =


0
0
0
0


και άρα έχουµε ότι dimR V(4) = 2 αν και µόνο αν η ϐαθµίδα

rank


−1 α β γ
0 −1 δ ε
0 0 0 ζ
0 0 0 0

 = 2

Κάνοντας στηλοπράξεις αυτή τη ϕορά έχουµε :
−1 α β γ
0 −1 δ ε
0 0 0 ζ
0 0 0 0

 // · · · //


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 ζ
0 0 0 0


και άρα

rank


−1 α β γ
0 −1 δ ε
0 0 0 ζ
0 0 0 0

 = 2 ⇐⇒ ζ = 0 (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι για να διαγωνοποιείται ο πίνακας A πρέπει : α = ζ = 0. 2
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΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

−2 4 3
0 0 0
−1 5 2

 ∈ M3×3(R)

Να δειχθεί ότι : A593 − 2A15 = −A.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 4 3

0 −λ 0
−1 5 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−λ)
∣∣∣∣−2− λ 3

−1 2− λ

∣∣∣∣ = (−λ)(λ− 1)(λ+ 1)

και άρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 0, λ2 = 1 και λ3 = −1 πολλαπλότητας ένα. Εποµένως, ο πίνακας A
είναι διαγωνοποιήσιµος και εύκολα ϐρίσκουµε :

V(0) = 〈(−7, 1,−6)〉, V(1) = 〈(1, 0, 1)〉, V(−1) = 〈(3, 0, 1)〉

Συνεπώς υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας

P =

−7 1 3
1 0 0
−6 1 1


έτσι ώστε

P−1AP =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1


Τότε

A593 = P

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

593

P−1 = P

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

P−1 = A

και όµοια A15 = A. ΄Αρα, έχουµε :

A593 − 2A15 =

−2 4 3
0 0 0
−1 5 2

−
−4 8 6

0 0 0
−2 10 4

 =

2 −4 −3
0 0 0
1 −5 −2

 = −A

Β΄ τρόπος: Από το Θεώρηµα των Cauley-Hamilton έχουµε ότι ο πίνακας A µηδενίζεται από το χαρακτη-

ϱιστικό του πολυώνυµο, δηλαδή PA(A) = 0. Εποµένως

−A3 +A = 0 =⇒ A3 = A

΄Αρα έχουµε :

A593 = A3·197+2 = (A3)197 ·A2 = A197 ·A2 = A199 = A3·66+1 = A67

= A3·22+1 = A23 = A3·7+2 = A9 = (A3)3 = A3 = A

και A15 = (A3)5 = A5 = A3·1+2 = A3 ·A2 = A3 = A. Συνεπώς :

A593 − 2A15 = A− 2A = −A 2



6

΄Ασκηση 5. Να ϐρεθούν αναγκαίες και ικανές συνθήκες τις οποίες πρέπει να ικανοποιούν τα µ, ν ∈ R,

έτσι ώστε ο πίνακας

A =

2 0 0
0 2 µ
3 0 ν


να είναι διαγωνοποιήσιµος.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0

0 2− λ µ
3 0 ν − λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)
∣∣∣∣2− λ µ

0 ν − λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2(ν − λ)

∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) ΄Εστω ν = 2. Τότε έχουµε την ιδιοτιµή λ = 2 µε πολλαπλότητα τρια. Για να είναι ο A
διαγωνοποιήσιµος ϑα πρέπει dimR V(2) = 3. ΄Οµως από το οµεγενές σύστηµα0 0 0

0 0 µ
3 0 0

xy
z

 =

0
0
0


έπεται ότι

rank

0 0 0
0 0 µ
3 0 0

 =

 2 αν µ 6= 0

1 αν µ = 0
=⇒

 dimR V(2) = 3− 2 = 1 6= 3 αν µ 6= 0

dimR V(2) = 3− 1 = 2 6= 3 αν µ = 0

΄Αρα για ν = 2 και µ ∈ R ο πίνακας A δεν διαγωνοποιείται.

(2) ΄Εστω ν 6= 2. Τότε έχουµε τις ιδιοτιµές λ1 = 2 πολλαπλότητας δυο και λ = ν πολλαπλότητας

ένα. Σε αυτή τη περίπτωση για να είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ϑα πρέπει dimR V(2) =
2. ΄Εχουµε το οµογενές σύστηµα:0 0 0

0 0 µ
3 0 ν − 2

xy
z

 =

0
0
0


και άρα

rank

0 0 0
0 0 µ
3 0 ν − 2

 =

 2 αν µ 6= 0

1 αν µ = 0
=⇒

 dimR V(2) = 3− 2 = 1 6= 2 αν µ 6= 0

dimR V(2) = 3− 1 = 2 αν µ = 0

Εποµένως για ν 6= 2 και µ = 0 ο πίνακας A διαγωνοποιείται. 2

΄Ασκηση 6. Να δείξετε ότι οι πίνακες

A =

 1 1 2
−1 2 1
0 1 3

 και B =

1 0 0
0 2 0
0 0 3


είναι όµοιοι.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 2
−1 2− λ 1
0 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(λ− 2)(λ− 3)
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Οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 1, λ2 = 2 και λ3 = 3 πολλαπλότητας ένα. Εποµένως, ο πίνακας A διαγωνο-

ποιείται και άρα υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP =

1 0 0
0 2 0
0 0 3


Συνεπώς οι πίνακες A και B είναι όµοιοι. 2

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί ένας 3× 3-πίνακας A για τον οποίο τα διανύσµατα στήλες

X =

1
1
1

 , Y =

 0
1
−1

 , Z =

0
1
1


είναι ιδιοδιανύσµατα του A µε αντίστοιχες ιδιοτιµές 1, 2 και 3.

Λύση. Από υπόθεση οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι πραγµατικές µε πολλαπλότητα ένα. Συνεπώς ο

A διαγωνοποιείται και άρα υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας

P =

1 0 0
1 1 1
1 −1 1


έτσι ώστε

P−1AP =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 =⇒ A = P

1 0 0
0 2 0
0 0 3

P−1 = · · · =

 1 0 0
−2 5

2
1
2

−2 1
2

5
2

 2

΄Ασκηση 8. (1) ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου dimK E <∞.

(α΄) Αν f2 = IdE, να δείξετε ότι η f είναι διαγωνοποιήσιµη.

(ϐ΄) Αν f2 = f , να δείξετε ότι η f είναι διαγωνοποιήσιµη.

(2) ΄Εστω A ∈Mn×n(K).
(α΄) Αν A2 = In, να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.

(ϐ΄) Αν A2 = A, να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.

Λύση. (1) (α΄) ΄Εστω f 6= 0, IdE έτσι ώστε f2 = IdE και έστω λ ιδιοτιµή της f . Τότε υπάρχει

~x 6= 0 έτσι ώστε f(~x) = λ~x. Συνεπώς

f2(~x) = f(f(~x)) = f(λ~x) = λf(~x) = λ2~x =⇒ ~x = λ2~x

=⇒ (1− λ2)~x = ~0

=⇒ λ = 1,−1 αφού ~x 6= 0

΄Αρα έχουµε τις ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = −1 και εποµένως οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι είναι :

V(1) = {~x ∈ E | f(~x) = ~x} και V(−1) = {~x ∈ E | f(~x) = −~x}

Από την άσκηση 7 του Φυλλαδίου 1 έπεται ότι

E = V(1)⊕ V(−1)

και άρα καταλήγουµε ότι η f είναι πράγµατι διαγωνοποιήσιµη.
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(ϐ΄) ΄Εστω λ ιδιοτιµή της f . Τότε υπάρχει ~x 6= 0 έτσι ώστε f(~x) = λ~x και άρα έχουµε :

f2(~x) = f(f(~x)) = f(λ~x) = λf(~x) = λ2~x =⇒ f(~x) = λ2~x

=⇒ λ~x = λ2~x

=⇒ λ(λ− 1)~x = ~0

=⇒ λ = 0, 1 αφού ~x 6= 0

΄Αρα έχουµε τις ιδιοτιµές λ1 = 0 και λ2 = 1 µε αντίστοιχους ιδιοχώρους :

V(0) = {~x ∈ E | f(~x) = ~0} και V(1) = {~x ∈ E | f(~x) = ~x}
Τότε V(0) = Ker f και ϑα δείξουµε ότι

V(1) = Im f = {~y ∈ E | ∃ ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = ~y}
΄Εστω ~y ∈ Im f . Τότε

~y = f(~x) =⇒ f(~y) = f2(~x) = f(~x) = ~y

και άρα ~y ∈ V(1), δηλαδή δείξαµε ότι Im f ⊆ V(1). Προφανώς όµως ισχύει ότι V(1) ⊆
Im f και εποµένως V(1) = Im f . Τότε από την άσκηση 7 του Φυλλαδίου 1 έχουµε

E = V(0)⊕ V(1)

και άρα έπεται ότι η f είναι διαγωνοποιήσιµη όταν f2 = f .
(2) Υπενθυµίζουµε ότι αν έχουµε ένα πίνακα A ∈Mn×n(K), τότε έχουµε τη γραµµική απεικόνιση

fA : Mn×1(K) −→ Mn×1(K), f(X) = A ·X
και ο πίνακας A διαγωνοποιείται αν και µόνο αν η γραµµική απεικόνιση fA είναι διαγωνο-

ποιήσιµη. Αν A2 = In τότε έπεται εύκολα ότι f2
A = IdMn×1(K) και αν A2 = A τότε έχουµε

f2
A = fA. Συνεπώς και στις δυο περιπτώσεις από το ερώτηµα (1) έχουµε ότι ο πίνακας A είναι

διαγωνοποιήσιµος. 2

΄Ασκηση 9. ΄Εστω (xn)n≥0, (yn)n≥0 και (zn)n≥0 ακολουθίες πραγµατικών αριθµών οι οποίες συνδέ-

ονται µε τις παρακάτω αναγωγικές σχέσεις, ∀n ≥ 1:

xn = xn−1

yn = −2xn−1 − 3yn−1 − 2zn−1

zn = 2xn−1 + 4yn−1 + 3zn−1

Να ϐρεθούν οι ακολουθίες, αν γνωρίζουµε ότι : x0 = 2, y0 = 3, z0 = 1.

Λύση. Από τις αναγωγικές σχέσεις έχουµε :xnyn
zn

 =

 1 0 0
−2 −3 −2
2 4 3

xn−1

yn−1

zn−1

 (1)

Θέτουµε

A =

 1 0 0
−2 −3 −2
2 4 3


Τότε αφού xn−1

yn−1

zn−1

 = A

xn−2

yn−2

zn−2
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από τη σχέση (1) έπεται ότιxnyn
zn

 = A2

xn−2

yn−2

zn−2

 = · · · = An

x0

y0

z0

 =⇒

xnyn
zn

 = An

x0

y0

z0

 (2)

Συνεπώς από τη παραπάνω σχέση αρκεί να ϐρούµε το πίνακα An
. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0
−2 −3− λ −2
2 4 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)
∣∣∣∣−3− λ −2

4 3− λ

∣∣∣∣ = −(1− λ)2(λ+ 1)

και άρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 1 πολλαπλότητας δύο και λ2 = −1 πολλαπλότητας ένα. Εύκολα

ϐρίσκουµε :

V(1) = 〈(−2, 1, 0), (−1, 0, 1)〉 και V(−1) = 〈(0,−1, 1)〉
Αφού dimR V(1) = 2 και dimR V(−1) = 1 έπεται ότι ο πίνακας A διαγωνοποιείται. Συνεπώς υπάρχει

αντιστρέψιµος πίνακας

P =

−2 −1 0
1 0 −1
0 1 1


έτσι ώστε

P−1AP =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Τότε

A = P

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

P−1 =⇒ An = P

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

n

P−1

και εκτελώντας τους παραπάνω πολλαπλασιασµούς ϐρίσκουµε

An =

 1 0 0
−1 + (−1)n+2 −1− 2(−1)n+1 −1 + (−1)n+2

1 + (−1)n+1 2− 2(−1)n 2 + (−1)n+1


΄Αρα από τη σχέση (2) και τη περιγραφή του πίνακα An

έχουµε :xnyn
zn

 = An

2
3
1

 =⇒ · · · =⇒

 xn = 2
yn = 9(−1)n − 6
zn = −9(−1)n + 10

2


